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APLICATII ALE PROGRAMARII LINIARE

APPLICATIONS OF LINEAR PROGRAMMING

Lect. univ.dr. Florentina-Loredana DRAGOMIR*

Col. (r) prof.univ.dr. Gelu ALEXANDRESCU**

Oricare ar fi domeniul de aplicare, programarea liniara consta in elaborarea si in rezolvarea unor modele matematice,
care exprima atat aspectul cantitativ, cat si cel calitativ al problemei. Trebuie mentionat faptul ca modelul matematic nu se
refera strict la aspectul matematic al problemei, ci mai ales la continutul acesteia.

Whatever the scope, linear programming consists in developing and solving mathematical models that express both the
quantitative and the qualitative aspect of the problem. It should be noted that the mathematical model does not refer strictly
to the mathematical aspect of the problem, but rather its content.

Cuvinte-cheie: programare liniard; functie scop; solutie optima.
Keywords: linear programming, goal function, optimal solution.

Programarea liniara este o metoda de rezolvare
a unor probleme care se exprima matematic prin
modele liniare. In aplicatiile militare, programarea
liniara poate fi aplicata in diverse domenii specifice
actiunilor militare in care functia scop poate sa
reflecte, in anumite conditii, obiectivul urmarit.

In practica ducerii actiunilor militare apare
frecvent necesitatea repartizarii unor forte sau
materiale (din anumite depozite) pe anumite
obiective. De exemplu, cu ajutorul programarii
liniare se poate fundamenta decizia privind
transportul unor resurse materiale din depozite la
beneficiari astfel incat, pe ansamblu, costul total sa
fie minim.

In cadrul analizei problemelor de transport,
trebuie sa se aiba in vedere trei elemente esentiale,
si anume:

e functia scop, prin care se exprima matematic
scopul urmarit prin rezolvarea (solutionarea)
problemei;

e restrictiile, prin care se reprezinta totalitatea
conditiilor care se impun 1n rezolvarea
problemei, sub forma unor ecuatii sau
inecuatii liniare;
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e conditia de nenegativitate, prin care se arata
ca atat datele initiale, cat si rezultatele partiale
si finale care se detin trebuie sa fie nenegative
(=0).

Modelul matematic al unei probleme de
transport, in cazul existentei a m depozite
(centre) 4;, i=1,m , In care se afld cantitéifile
a;, i=1,m si n beneficiari By, j= 1.7, fiecare
avand nevoie de cantitdtile by, J =1.n.
implicd determinarea minimului unei functii
liniare (fitncfia scop). de formal:
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pe multimea solufiilor nenegative ale
sistemului:
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Valorile x, i=1,m; j=1,n reprezinta canti-

tatile care trebuie transportate de la depozitele A,

i =1,m labeneficiarii B, j=1,n,iarc, i=1m,
J 1




de eficacitate

1.m

j=L1Ln coeficientii criteriului

(km, cost, timp etc.) dintre depozitele A;, i=
si beneficiarii B, j =1,n.

Orice problema de transport cu Yﬂ = ?‘5
s ,,-1
se poate aduce la cazul in care existd egalitate
intre existent si necesar.

Deoarece i a = i Bb. . sistemul de ecuatii (2)
i1 =1
are un numir de m+n ecuatii liniare cu m-n
necunoscute, din care numai m+n-1 sunt ecuatii
liniare independente.

Rezolvarea sistemului (2) pe cale algebrica
este o operatie laborioasa, astfel ca se vor utiliza
unele metode care sa conduca mai rapid la gasirea
unei variante optime.

Solutionarea problemelor de transport se poate
realiza prin obtinerea unei solutii inifiale de baza si
prin optimizarea solutiei initiale de baza, utilizand
metode ale programarii liniare de optimizare.

Solutia initiald de baza nu conduce, de regula,
la solutia optima. Solutia consta in stabilirea unui
sistem de valori X distribuite pe cele m linii si n
coloane, astfel Incat suma lor pe linii sa fie egala
cu valorile scrise in ultima coloand a, iar suma
lor pe coloana sa corespunda cu valorile scrise in
ultima linie bj. Deoarece sunt m+n-1 ecuatii liniar
independente, vor rezulta m-+n-1 restrictii.

Orice solutie a problemei care contine cel
mult m+n-1 valorix,> 0 celelalte fiind nule este o
solutie de baza. Solu‘;la de bazi este nedegeneratd,
daca contine exact m+n-I1 valori strict pozitive
x;> 0), st degenerata, in caz contrar, cand numarul
valorilor x> 0 este strict mai mic decat numarul
restrictiilor (in acest caz, sunt m+n-1 restrictii).

Una dintre metodele care conduce la o solutie
initiala de baza este metoda elementului minim pe
linie. Aceasta metoda tine seama, in determinarea
solutiei initiale, de criteriul economic (costul,
distantele minime) sau de cel operativ (timpul
minim).

Principiul este urmatorul: in tabelul cu datele
initiale, se alege, in fiecare linie, elementul cel mai
mic, in celula corespunzatoare repartizdndu-se
cantitatea cea mai mica dintre cantitatile disponibile
la depozite si acelea necesare beneficiarilor, adica
X, = min (a, bj), pana la epuizarea cantitdtilor
disponibile.
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Solutiile initiale de baza trebuie verificate
si optimizate. Una dintre metodele care poate fi
folosita in determinarea solufiei optime este metoda
distributiva’.

Astfel, dupa obtinerea unei solutii initiale de

baza, se constata ca beneficiarii B, j= 1,n primesc

intreaga cantitate de care au nevoie, iar din

depozitele 4, i = 1,m se expediaza toate cantitatile

disponibile.

A verifica daca o solutie este optima presupune
a arata ca oricare alta solutie conduce la o valoare
mai mare sau egala cu a functiei obiectiv calculate
pentru solutia initiala.

Vom denumi celulele din matrice, in care apar
cantitati X;> 0, celule ocupate, iar celelalte celule,
in care X, = 0, celule libere.

Pentru verificarea solutiei, prin metoda
distributiva, se modificd solutia gasitd, prin
includerea unor itinerare nefolosite in solutia
anterioard (includerea in noua solutie a celulelor
libere). Daca valoarea functiei obiectiv nu se
modifica sau este mai mare decat cea obtinuta cu
solutia anterioara, solutia anterioard este optima.
Daca valoarea functiei obiectiv se micsorcaza fata
de solutia anterioard, noua solutie este mai buna
decat solutia anterioara.

Procedeul se aplicd pentru toate celulele
libere (x;, = 0), formandu-se un drum inchis. Se
porneste intotdeauna din celula care corespunde
unei celule libere, careia i se atribuie o valoare a,
si se deplaseaza, pe orizontald sau pe verticala,
pana se ajunge in colfurile in care x, # 0, unde se
vor modifica acele cantitati X5 astfel incat totalul
cantitatilor transportate sa nu se modifice nici
pe linie, nici pe coloana (se vor atribui colfurilor
drumului valorile x;-asaux, + o). Sensul parcurs,
pentru a forma un drum inchis, poate fi direct sau
indirect, in ordinea linie-coloana sau coloana-linie,
pana se ajunge in celula de pornire. De la fiecare
celuld ocupatd la care se ajunge, deplasarea are
loc numai in unghi drept. Daca solutia de la care
se pleaca este o solutie de baza nedegenerata, iar
deplasarea este executatd corect, pentru fiecare
celula libera se poate merge pe un singur drum. Un
astfel de drum se numeste ciclu.

In calculul evaluarilor s,» primul coeficient ¢,
(cost, timp, km etc.), situat in celula de pornire
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x; = 0, se va lua cu semnul ,+”, apoi semnele
alterneaza cand se trece de la un colt la altul al
ciclului. Fiecare ciclu are un numar par de colturi.
Daca se tine seama de conditia de nenegativitate a
necunoscutelor X, (xl.j > ()), se constata ca valoarea
maxima a lui o este egald cu valoarea maxima a
valorilor X situate 1n colturile pare ale drumului
inchis (ciclului).

Se analizeaza variantele obtinute si se determina
solutia optima.

Metoda distributivd se aplicd dupd acelasi
algoritm, indiferent de procedeul de determinare a
solutiei initiale de baza.

Etapele de aplicare a metodei distributive
sunt:

e obtinerea unei solutii initiale de baza;

e verificarea solutiei initiale de baza obtinute,
dacd este nedegeneratd (dacd numarul de valori
x;> 0 este egal cu m+n-1). In cazul in care solutia
initiald este nedegenerata, se poate trece direct la
aplicarea metodei distributive. In caz contrar, este
necesara inldturarea degenerdrii. Degenerarea se
inlaturd, prin a considera una dintre celulele libere
ale matricei ca fiind ocupata, repartizand valoarea
X, = 0, care se va numi ,,zero esential”’. Degenerarea
in problemele de transport apare atunci cand suma
unora din cantitafile a,, disponibile in sursele 4, este
egald cu suma unora dintre cantitatile bj, necesare
beneficiarilor Bj;

e calculul functiei scop pentru solutia initiala
de baza obtinuta;

» efectuarea diferentelor s, pentru toate celulele
libere (in care X;= 0) si formarea ciclurilor posibile
pentru acestea;

e daca toate diferentele S; obtinute nu sunt
pegative (sl,j >0), solutia initiald de baza este optima.
In caz contrar, solutia nu este optima, aceasta trebuie
sa fie Tmbunatatita, aplicand in continuare metoda
distributiva. Ciclul se va forma pentru diferenta
negativa (sl,j < 0) cea mai mare in valoare absoluta,
pornind din celula corespunzatoare diferentei
considerate, facand pasi in unghi drept din celula
ocupata (in care x, > 0) in celuld ocupata, atat pe
linie, cat si pe coloand, pana se va inchide ciclul
(se ajunge in celula libera din care s-a pornit).
In celula libera, care a dat diferenta negativa cea
mai mare in valoare absoluta, se aduce canti-
tatea x, minimd din colfurile pare ale ciclului,
adaugandu-se si scazandu-se, dupa caz, din celelalte
valori X5 aflate pe linia, respectiv coloana ciclului;
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e recalcularea functiei scop pentru solutia
imbunatatitd sau finala, astfel: din functia scop
initiala (anterioard), se scade cantitatea X5 adusa
in cadrul formarii ciclului Tnmultitd cu valoarea
diferentei 8, < 0, pentru care s-a format ciclul;

e verificarea solutiei si, eventual, reluarea
algoritmului, dacd solutia nu este optima.

Algoritmul metodei distributive inceteaza
atunci cand toate diferentele S; devin nule sau
pozitive, caz 1n care solutia obfinutad este solutia
optima.

Exemplu de calcul

Pentru completarea stocului trupelor, cinci

unitdti notate B, j=15 se vor aproviziona cu

munitie de la trei depozite de teritoriu, notate cu Aj,

i=13. Existentul in surse (in tone), notat cu a,

i=1,3, necesarul unitatilor (in tone), notat cu bj,

j=15 si distanfele ¢, i=13, j=15 in kilometri

de la surse la unitati, se dau in tabelul 1.

Tabelul 1
B.

AI - B1 Bg Bs B4 Bj a3
Ay 50 30 40 50 20 90
Al 30 50 40 20 60 40
Al 10 30 20 a0 40 830
b; 30 50 40 60 30 210

Se cere sd se repartizeze unitatilor Bj, j=15

cantitatile b, j=15 de la sursele 4, i=13 cu

existentul a,i= 1,3, astfel incat activitatea totala de

transport, masuratd in tone kilometri, sa fie
minimd.
Prin aplicarea metodei elementului minim pe
linie, se obtin rezultatele prezentate in tabelul 2.
Valoarea functiei scop este:
f=150-30+10-40+30-20+40-20+30-10+30-20+
+20-60 = 5400 t-km
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Tabelul 2 s,, = 50-40+20-60 = -30 (diferenta negativa)
= s,, = 30-10+60-20 = 60
B B | B | B | B | B | = 5,, = 50-30+40-20+60-20 = 80
s 50 |5030 | 10/40 | 50 30120 | 90 s,, = 40-20+60-20 = 60
ST g TR - 60-20+4020160-20 = 100
b: 30 S0 40 60 30 210 S, = 30-30+40-20 =20

s, = 40-20+40-20 = 40
Solutia de repartitie este o solutie de baza
nedegenerata, deoarece s-au obtinut m+n—1 = 7 Deoarece exista diferente negative s, <0 (in
valori X, > 0. cazul analizat, s, = -30 < 0), inseamna ca solufia,
in contlnuare se va aplica metoda distributiva obtinutd prin aplicarea metodei elementului minim
atat pentru verificarea, cat si pentru optimizarea pe linie, nu este optimd; valoarea functiei obiectiv
solutiei de baza, obtinutd prin metoda elementului f poate fi redusa cu valoarea s, o0 = 30-a (o fiind
minim pe linie. A verifica daca aceasta solutie este valoarea necunoscutei x,, care a rezultat, dupd
optima inseamna a arata ca oricare altd solutic aplicarea metodei distributive).
conduce la o valoare mai mare sau egald cu a Valoarea maxima pe care o poate lua o este
functiei obiectiv f, prezentatd in relatia (3). egald cu valoarea minima a valorilor x,; situate in
Se va presupune pe rand ca cele opt elemente colfurile pare ale ciclului (tabelul 4).
X, care au valoarea zero, devin diferite de zero (li x,,=max oo =min {x , x, } =min {10,20} = 10
se vor atribui valoarea a > (). Se va alege, de
exemplu, necunoscuta x, , care are valoarea zero, si Tabelul 4
1 se va atribui valoarea o > (). Aceasta inseamna ca

13

se va trimite din sursa A| in unitatea B, cantitatea " b B: B: B; B. Bs ai

O . Pentru ca totalul cantitdtilor transportate s nu :

se modifice, nici pe linii, nici pe coloane, va trebui Al LG L ol e i 30 20

saseiax,=10-a,x,=30+a,x, =30- a. In - 40 10
As 30 30+ 4-20-av 80

acest mod sumele x; pe 11n11 sipe coloane au ramas bi 30 50 40 60 30 210

neschimbate. Pentru a sti daca cheltuielile de

transport, in urma acestei modificari, au fost sau nu Se va inlocui valoarea necunoscutei x,,

reduse, se va calcula diferenta dintre cheltuielile determinata (x,, = 10) si va rezulta x,, = 10, x, =
initiale si cele rezultate in urma modificarii, pentru 0, x,, = 40.

ciclul marcat prin linii, din tabelul 3 (in cazul Repartitia obtinuta este prezentata (cu caractere
considerat, pentru celula liberd x,, = 0). boldite) in tabelul 5.
Tabelul 3 Tabelul 5
B; Bi1 B2 B3 Bs Bs ai Bj By B,y Bs By Bs a;
Ar A;
Ay o 50 10-cx 30 90 Ay 30 50/30 40 10/50 | 30/20 90
Ay l L 40 40 A,y 30 30 40 40/20 60 40
N | 30— 30¢d | 20 30 A, | 30/10 | 30 | 40720 | 10/60 | 40 | 80
b | 30 | 50 | 40 | 60 | 30 | 210 B R Nk NS BE NS
Dacd se noteaza cu s, aceasta diferenta, In tabelul 5, s-a obtinut o noua solutie de
rezulta: repartitie nedegeneratd, avand functia scop
=c, -C,tCy =50-40+20—10=20 recalculata, astfel:
unde ¢, sunt coeﬁc1en‘;11 corespunzatori din S=5400 +s, x,, = 5400-30-10 = 5100 t-km
tabelul 1 (datele din problema). Deci solutia este mai buna (5100 < 5400).
In mod analog, se vor analiza toate drumurile In continuare, se verifica daca solutia (tabelul
inchise, generate de celulele libere si se vor calcula J) este optima. Pentru aceasta, se vor forma din nou
diferentele s, corespunzatoare. diferentele s, pentru celulele libere.
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s,, = 50-50+60-10 =50

s,, = 40-50+60-20 =30

s,, = 30-10+60-20 =60

s,,=50-30+50-20 =50

s,, = 40-20+60-20 =60

s,, = 60-20+50-20 =70

s,, = 30-60+50-30 = - 10 (diferenta negativa)

s,,=40-20+50-60 =10

Solutia de repartitie din tabelul 5 nu este
optima, deoarece s-a obtinut diferenta negativa
s,,=-10. In celula corespunzitoare acestei diferente
negative, se va forma ciclul, in tabelul 6, unde se va
aduce cantitatea care corespunde minimului dintre
valorile x, ale colturilor pare din ciclu:
X, =max oo =min {x,, x, } =min {50, 10} = 10

Tabelul 6

Functia scop pentru repartitia din tabelul 6 este:

A 5 B: B2 B3 Bs4 Bs ai
Ay 50- 10+¢x | 30 20
A; 40 40
Az 30 | 140 10-« ¥ 80
bj 30 50 40 60 30 210
S=511+s,,x,,=5100-10-10 = 5000 t-km, mai

buna decat precedenta (5000 < 5100).
Noua solutie de repartitie este datd in tabelul 7.

Tabelul 7
Solutia este nedegenerata, iar functia scop are
valoarea /= 5000 t-km.

A, B B By B, B, B; a
Ay 30 50/30 40 10/50 | 30/20 a0
Ay 30 30 40 40/20 60 40
Ay 20/10 30 40/20 | 10/60 40 80
b; 30 50 40 60 30 210

Se verifica, din nou, daca solutia din tabelul 7
este optima.

s, =50-30+30-10 = 40

s,,=40-30+30-20 =20

s,, = 30-10+30-30+50-20 = 50
s,,=50-20+50-30 = 50

s,, =40-20+50-30+30-20 = 50

s,, = 60-20+50-20 = 70

s,,=60-50+30-30 =10

s,,=40-20+30-30 =20
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Deoarece toate diferenele s, sunt pozitive,
solutia de repartitie, din tabelul 7, este finald si
optima. Rezulta functia scop optima (minimd), cu
valoarea:

/., = 5.000 t-km

Rezultatul final se interpreteaza astfel: unitatea
B, va primi 30 t din sursa A,; unitatea B, va primi
40 t din sursa A, si 10 t din sursa A;; unitatea B,
va primi intreaga cantitate de 40 t din sursa A ;
unitatea B, va primi 20 t din sursa A, si 40 t din
sursa A_; unitatea B, va primi intreaga cantitate de
30 tflin sursa A .

In exemplul analizat, valorile lui s,» pentru
solutia din ultima iteratie, sunt pozitive, deci
solutia determinatd nu se mai poate imbunatati. in
unele cazuri, pe langd valorile S; pozitive, pot sd
apara diferente S; = 0. Solutia obtinuta este si, in
acest caz, optimd, dar prezenta diferentelor egale
cu zero indica posibilitatea obtinerii mai multor
solutii optime. Prezenta diferentelor s, = 0 arata
ca, efectuand modificarea corespunzitoare acestei
diferente (formand ciclul corespunzator), valoarea
functiei obiectiv f'(relatia 3) nu se schimba.

Daca se obtin doud sau mai multe solutii optime,
combinarea lor poate duce la o serie intreaga de
solutii optime. Combinarea solutiilor optime se
poate face efectudnd mediile aritmetice simple sau
ponderate cu o valoare k£ > 0 ale cantitdfilor din
aceleasi celule.

In cazul in care se urmareste si se afle maximul
functiei obiectiv f, prin metoda distributiva, valorile
lui s, vor fi pozitive, iar solutia optima se obfine in
momentul cind toate aceste valori sunt negative.
Pentru aplicarea metodei, in acest caz, se va lua in
considerare, dintre diferentele s, pozitive, valoarea
pozitiva cea mai mare a lui s,

Utilizarea tehnicii de calcul in determinarea

solutiei optime

Programul Excel, prin componenta Solver,
determina, in timp real, solutia optima. In figura I
se prezintd cele trei depozite (Al, A2, A3) si cele
cinci unitati (B1, B2, B3, B4, B5), coeficientii Cpo
cantitatile din depozite si necesarul pentru fiecare
unitate fiind aceleasi ca in fabelul 1.

Utilizarea componentei Solver conduce la
solutia optimd, prezentatd in figura I, care este
identicd cu solutia optima, determinata cu ajutorul
metodei distributive.
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1 Microsoft Excel - Programare liniara var 3

B Eile Edit ¥iew Insert  Format  Tools Data Window  Help
DEHR S| SR T 6| % G- F 9 - @ -3 3] mESwe: - @]
[arial e A B o U | ===E98 % » W8 %8| = == | m - (h-é-a
= - )
Iy [ ] I c I 5] I E I F I [E] I H I
i
| = |
_B |
| 7 | A A2 A3
8 | B 1 s0 =0 10
g | B2 30 =0 =0
1o | B3 40 40 20
| B 4 s0 20 [=8]
Tz | B& 20 [=8] 40
13 |
14 |
15 | A A2 A3 Totalfunitate Mecesar
1B | B 1 8] o 30 30 30
B B2 40 o 10 s0 50
18 | B3 8] o 40 a0 40
EER B4 20 40 o B0 60
20 | BS 30 o o 30 30
= Cantitate distribuita a0 a0 =0
22 | Total depozit a0 40 80
23 Cost transport [t™ Km] 2800 s00 1400 Total activitate 5000
24
=4 =
=26 | Set Target Cell: [$c3=3 =] Solve |
73; Equal To:  Max = Min " walue of: [o Close I
59 | By Changing Cells:
=0 [$$16: 56520 == suess |
73% ubject bo the Constraints: Options I
$CH16:$ESZ0 =10 - odd I
% FCF2LFESZ1 <= FOF22FEF22 =l —
34 | $FF1E:$FE20 — $GFl6:$a$20 Change |
gg Besst Al |
_38 | = Delete |
. - Help |
38
39
Fig. 1 Determinarea solutiei optime cu ajutorul tehnicii de calcul
.o
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In rezolvarea unei probleme de programare
liniard, partea cea mai importantd (si dificild) o
constituie elaborarea modelului matematic. Astfel,
pornind de la datele problemei, acestea trebuie
analizate si corelate pentru a exprima atat esenta,
cat si continutul problemei descrise prin modelul
matematic. Odata elaborat modelul matematic,
solutionarea problemei este usor de realizat, tinand
seama de existenta metodelor, algoritmilor si
programelor de calcul.
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