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ARBORI DE LUNGIME MINIMA INTR-UN GRAF

MINIMUM LENGTH TREES IN A GRAPH

Col.(r) prof.univ.dr. Gelu ALEXANDRESCU*

Utilizarea grafurilor identifica si analizeaza multilateral ansamblul legéturilor dintre elementele componente ale unui
sistem oarecare, ceea ce asigura o forma convenabilad de elaborare mai simpla, precisa si rapida a modelului matematic care
permite cresterea gradului de eficacitate a procesului de optimizare.

The use of graphs identifies and multilaterally analyzes the links between the components of an arbitrary system, which
provides a convenient manner of a simpler, more accurate and quick design of the mathematical model, thus allowing the

improvement of efficiency of the optimization process.
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Graful este constituit dintr-o pereche G = (X,I),
in care X reprezintd mulfimea de elemente numite
varfuri (puncte, noduri) X — {x x,, =*, x }, iar [
este o aplicatie de la X in multimea partilor lui X,
care pune in evidentd tocmai conexiunile dintre
varfurile x, ale grafului.

Diversitatea problemelor in care apare
conceptul de ,graf” determind o abstractizare
a acestuia, el constituind, de fapt, o multime de
elemente finite, intre care exista legaturi orientate'.

Un graf neorientat este un cuplu G = (X,
U), format dintr-o multime X si o multime U de
submultimi nevide ale lui X. Elementele multimii
X se numesc nodurile (varfurile) grafului neorientat
G, iar elementele multimii U poartd numele de
muchii. Astfel, daca nodurile unui graf sunt legate
prin muchii, graful este neorientat. Muchia este un
ansamblu de doud elemente x, si X, astfel Incat:

(x,x) €U si/sau (x, x) €U cux#x,

Cu alte cuvinte, o muchie este o pereche de
varfuri, legate printr-un arc, intr-un sens sau in
altul, sau prin doua arce de sensuri opuse.

Intr-un graf neorientat, se poate vorbi despre
varfuri adiacente, muchii adiacente ca si intr-un
graf orientat.

Deci, intre doua varfuri (noduri) adiacente ale
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unui graf, existd o muchie, daca cel putin un arc
poate sa le lege ntr-un sens sau in altul.
Daca m = (x, x,) este 0 muchie, varfurile x , x,
se numesc extremitatile muchiei m.
O muchie de forma (x, x,) se numeste bucla
de extremitate x. Pentru omogenizarea limbajului,
se va spune cd bucla (x,, x,) are doud extremitafi
confundate in varful x.
Graful neorientat G = (X, U) se numeste finit,
daca multimea X este finita. Putem realiza un graf
neorientat G, dispunand arbitrar, in plan, varfurile
sale si unind, printr-o linie continud, acele varfuri
intre care exista muchii.
De exemplu, intre localitatile x, x,, X,, X, X,
existd urmatoarele drumuri rutiere:
* 0 autostrada care trece prin localitatile x , x,,
X,;

e un drum national care trece prin X,, X,, X;

e drumuri judetene intre x, si X,; intre X, i X,;
intre X, $i X,

Construim un graf neorientat G = (X, U),

in care:

X=X, Xy, Xy X, X}

U= {0605, (%0 %) (5 X)) (5, X, (5, %),

X (%)

In figura 1 este data reprezentarea grafica a
acestui graf.
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Fig. 1 Grafneorientat

Dintr-un graf orientat G = (X, T), se poate
obtine un graf neorientat G = (X, U), astfel:

e graful neorientat are aceleasi varfuri ca si cel

orientat;

e in graful neorientat, exista arcul (x, xj), arcul

(x;, x,) sau amandoua.

Un lant este o succesiune de muchii:

l=(m,m, .., mp),p >3

ale grafului neorientat G = (X, U), fiecare
muchie m_ fiind legata de muchia m, , printr-una
dintre extremitatile sale si de m, , prin cealalta
extremitate.

Un graf se numeste conex, daca:

Vx, Vx, cu (x,# x), exista un lant care merge de
b%h@

Deci, daca intre oricare pereche de varfuri ale
grafului exista, cel putin, un lant, graful se numeste
conex, iar daca pentru orice cuplu de varfuri x, si
x, (x,# x,)V existd un lang de la x, spre X graful se
numeste tare conex.

Lungimea unui lant este datd de numarul
muchiilor componente.

Se numeste grad al unui varf x numarul
de muchii care au o extremitate in x, (cealaltd
extremitate fiind diferita de x,). Astfel, gradul unui
varf’ dintr-un graf neorientat reprezintd numarul de
muchii incidente cu varful respectiv si se noteaza
cud(x). Cand d(x) = 0, varful se numeste izolat, iar
daca d(x) =1, varful se numeste terminal.

Graful se numeste complet, daca oricare dintre
cele doua varfuri ale acestuia este adiacent, adica
existd o muchie intre x, si X

Numarul de muchii ale unui graf complet se

. nin-1
calculeaza cu relatia®: C, = (2)

Matricea booleand asociatd unui graf de
Structurd neorientat este simetrica fata de diagonala
sa principald, deoarece confinutul liniei i este
identic cu cel al coloanei ;.
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Un exemplu de graf cu structura simetrica,
exprimat prin muchiile acestuia, se prezinta in
figura 2, iar matricea asociata grafului are continutul
din figura 3.

Folosind matricea booleand, procedeul de
marcaj constd in urmatoarele: coloana lui X,
se considera marcatd; se marcheaza cu i toate
coloanele care contin cate un element 1 pe linia lui
x.; daca presupunem ca toate coloanele x_, ..., X _au
fost marcate, atunci in fiecare linie corespunzatoare
unui varf x , m < k < n, consideram elementele 1 si
marcam cu k coloanele care le contin si n-au fost
marcate.

Un concept important al grafurilor neorientate
este notiunea de arbore. Un graf se numeste arbore,
daca nu are cicluri si are cel putin doua noduri. Un
graf partial si fara cicluri al unui graf G = (X, U)
este un arbore, care apartine grafului G = (X, U).

Un arbore poate fi definit in mai multe moduri.
Daca graful G = (X, U) are cel putin doua varfuri,
pentru ca acesta sd reprezinte un arbore, este

®)

22 km

D

Fig2 Graf cu structura simetricd

A B C D E F
A 0 20 14 22 18 15
B 20 0 16 0 0 0
C 14 16 0 19 0 0
D 22 0 19 0 0 0
E 8 0 0 0 0 0
F 5 0 0 0 0 0

Fig. 3 Reprezentarea matriceala a grafului
cu structura simetrica




suficient sd fie Indeplinitd una dintre proprietafi:

1) G = (X, U) este conex si fara cicluri;

2) G = (X, U) este fara ciclu si are n-/ muchii,
n fiind numarul de varfuri;

3) G = (X, U) este conex si are n-I muchii, n
fiind numarul de varfuri;

0

Fig. 4 Structura unui arbore

4) G = (X, U) este fara ciclu si, addugand o
muchie intre doua varfuri neadiacente, se creeaza
un ciclu si numai unul;

5) G = (X, U) este conex si, suprimand o muchie
oarecare, acesta nu mai este conex;

6) orice cuplu de varfuri este legat printr-un
singur lant si numai unul.

O proprietate importanta a arborelui, care
rezultd din insasi definitia lui, este aceea ca,
suprimand un arc oarecare al acestuia, el 1si pierde
proprietatea de a mai fi conex.

Astfel, un graf G = (X, U) admite un arbore,
avand aceeasi multime de varfuri X, dar arce mai
putine, daca si numai daca el este conex.

Un graf G = (X, U) poate contine un graf partial,
care sa fie arbore, numai daca este conex. Un astfel
de arbore se numeste ,,arbore partial”.

In figura 4 se prezinta aspectul general al unui
arbore.

Intr-un arbore, orice pereche de varfuri este
legata printr-un singur lant. In multimea varfurilor
unui arbore, se intdlnesc varfuri pentru care nu
existd decat o muchie incidenta; aceste varfuri
poartd denumirea de vdrfuri terminale. In figura 4
astfel de varfuri sunt: x , x,, X, X,. Un arbore are cel
putin doud varfuri terminale.

Daca graful G = (X, U) are n varfuri, atunci
numarul muchiilor este egal cu n-1.

Daca graful G = (X, U) contine cicluri, exista
posibilitatea suprimarii unor arce, in asa fel incat
graful partial ramas sa fie conex si fara cicluri,
adicd sd constituie un arbore.
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Se poate identifica un algoritm pentru
determinarea unui arbore intr-un graf conex. Astfel,
in graful G = (X, U) :

e se pleaca de la un arc arbitrar u, € U,

ein graful se alege un arc u, € U, care nu

formeaza ciclu cu arcul u, € U,
esc alege din nou un arc U, € U, care nu
formeaza cicluri cu arcele u,  u, € U,

ese continud alegerea arcelor u, € U, in

conditiile prezentate, cat este posibil.

Presupunem ca arcul u, € U, este ultimul arc

ales. Succesiunea de arce (ul.l, u.

n

pores Uy s ”i,,)
formeaza un arbore in graful dat.

Un caz particular de arbore este arborescenta.
Un graf finit G = (X, U) se numeste arborescenta
cu radacina x, , daca:

e are cel putin doud noduri;

e orice nod xj;é x, este extremitatea terminala

a unui singur arc;

e X, nu este extremitatea terminald a niciunui

arc;

e nu contine circuite.

Orice arborescenta este un arbore.

Pentru un graf dat G = (X, U), definit de
mulfimea varfurilor si de mulfimea muchiilor
sale, se poate calcula arborele de lungime minima.
Astfel, fiecarei muchii meU 1ii corespunde un
pumér [(m)=0, numit lungimea muchiei m.
In aceste conditii, se pune problema determinarii
arborelui partial a carui lungime totala sa fie
minima, adica:

{(mf )= minimad,
m;eM

i

unde M™ reprezinta multimea muchiilor care
intrd in compunerea arborelui.

Pentru identificarea arborelui de lungime
minima, au fost identificati mai mul{i algoritmi,
printre care se pot mentiona algoritmii lui Kruskal
si Sollin.

Algoritmul Kruskal

Se pleaca de la urmatoarea lema: daca intr-un
graf complet G=(X, U) lungimile /(m ) asociate
muchiilor m, sunt diferite, atunci determinarea
arborelui de lungime minima admite o solutie, si
numai una, notata cu G = (X ,l7.)

Multimea U, , = {m,,m,,...,m, , } se obtine astfel:

ese ia in considerare cea mai scurta muchie,
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notata cum, ;

ese cautd muchia m, minimd, astfel incat

m, #m, si U2={I1_11,n_12} sd nu contind

cicluri;
e se ia in considerare muchia minima i, , astfel

incat my # m, , my # m, ,iar U, = {m,,m, .7, |

sa nu contina cicluri;
¢ in continuare, se repetd procedeul.
In felul acesta, se obtine o multime de (n—1)

muchii, notate cu U, , = {m,,,,...,m, , },
1ar subgraful G = (X, Un _,) reprezintd un arbore
de lungime totald minima.

Astfel, algoritmul Kruskal consta in alegerea,
pe etape, a celei mai mici muchii, astfel incat aceasta
sa nu formeze cicluri cu muchiile alese anterior.

Algoritmul Sollin

Acest algoritm, pentru determinarea arborelui
de lungime minima, foloseste notiunea de departare
de la un varf'la un drum. De exemplu, distanta de la

varful x; la drumul p = (“11’ Uy ooy U este
mln {(xi7 le)(xiﬁ sz) o .ﬁ(xl*ﬂ x/k)

Prin intermediul distantei de la un varf la un
drum, se stabileste varful cel mai apropiat de varful
dat, ca fiind varful care se gaseste fatd de un alt
varf la o distantd mai mica decat fatd de celelalte
varfuri.

Astfel, algoritmul lui Sollin consta in formarea
unor subarbori, prin unirea a cate unui varf al
grafului cu varful fata de care muchia are valoarea
cea mai mica.

Primul subarbore elimind doud varfuri ale
grafului. Apoi, se alege alt varf, care nu existd in
subarborele precedent, si se uneste cu varful cel
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mai apropiat, in sensul n care muchia are valoarea
cea mai mica; se obtine un alt subarbore. Procedeul
continud pana la obtinerea tuturor subarborilor din
graf. Ultima pereche de subarbori conduce la un
arbore, care reprezinta arborele de lungime minima
al grafului.

Metodele folosite de teoria grafurilor permit
o solutionare intuitiva, usoard si rapidd a unor
probleme complexe, care, altfel, ar necesita operatii
complicate*. Teoria grafurilor are o larga utilizare
in aproape toate structurile, urmarind cresterea
eficientei de rezolvare a diferitelor probleme
specifice domeniului de activitate.

NOTE:

1 Florentina-Loredana Dragomir, Eficientizarea ac-
tiunilor militare utilizand teoria grafurilor, Buletinul
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2017, p. 49.

2 Adrian Florea, Elemente de teoria grafurilor, http//
webspace.ulbsibiu.ro/adrian.florea/ html/.../Planificare Gra

furi.pdf

3 S. Cataranciuc, Teoria grafurilor in probleme si
aplicatii, 2004, http//www.math. md/studlib/matematica/
teoria_graf/capitol I.pdf

4 Florentina-Loredana Dragomir, op.cit., p. 54.
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